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➢ La entropía de cuencas fue introducida por Daza

et. al. (2016) como una herramienta para cuantificar

la predictibilidad del estado final de un sistema no-

lineal debido a diferentes condiciones iniciales

➢ Recientemente fue utilizada para estudiar

distintos tipos de bifurcaciones en sistemas no-

lineales encontrando que la entropía de cuencas

presenta cambios significativos ante la presencia

de algunas bifurcaciones

➢ Es una medida de la incertidumbre de un sistema obtenida a partir de la probabilidad de

evolucionar a un atractor partiendo de una región del espacio de fase
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de la caja

➢ 𝛼𝑘 = 𝐷 − 𝐷𝑘 es el exponente de incertidumbre

➢ 𝑚𝑘 es el número de atractores que comparten la 𝑘 −

esima frontera

➢ 𝑁 es el número de cajas para calcular 𝑆𝑏

➢ 𝑁𝐴 es el número de atractores en la caja 𝑖

➢ 𝑝𝑖𝑗 es la cantidad de trayectorias en la caja 𝑖 que van al

atractor 𝑗

𝜀



Sistemas con retardo temporal
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑥𝜏, 𝑡)

𝑥𝜏 = 𝑥 𝑡 − 𝜏

𝑥 𝑡 depende de 𝑥 𝜃 with 𝜃 ∈ 𝑡 − 𝜏, 𝑡
DDE

➢ El retardo temporal es inherente muchos sistemas físicos debido a velocidades de propagación y

tiempos de procesamiento finitos

➢ Sistemas con retardo temporal pueden exhibir una gran variedad de fenomenos como

bifurcaciones, oscilaciones, caos y multiestabilidad

➢ Estos sistemas muchas veces tienen dimensión infinita incluso para una unica DDE



➢ Un modelo simple para un sistema biestable con delay es:

➢ Este sistema tiene tres soluciones de punto fijo:

𝑥∗ = 0 for 𝑐 < −1

𝑥∗ = ± 𝑐 + 1 for 𝑐 ≥ −1

➢ También presenta comportamiento oscilatorio, la línea de bifurcación de Hopf puede calcularse

usando LSA:

𝑐 =
1

cos 𝑠
, 𝜏 = −

𝑠

tan 𝑠
𝑐 = −

2

3 − cos 𝑠
, 𝜏 =

𝑠 3 − cos 𝑠

2 sin 𝑠

Doble pozo con delay
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑥3 + 𝑐𝑥 𝑡 − 𝜏
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Simulación y condiciones 
iniciales
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➢ Utilizamos Runge-Kutta de orden 2nd-3rd

adaptado a sistemas con delay

➢ Se descarto un transitorio de 500 a.u.

antes de determinar el atractor final

➢ Una función paramétrica:

𝑥𝑖𝑛 = 𝑥𝑜𝑓𝑓 + 𝑎 sin 𝑡 ∀𝑡 ∈ −𝜏, 0

utilizamos como condiciones iniciales

oscillations± 1 + 𝑐



Calculation of basin entropy: role of the number of 
boxes
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➢ Se tomaron 104 

trayectorias para cada

punto del espacio de

parámetros

➢ Las cajas fueron tomadas 

de forma aleatoria

➢ La entropia de cuencas 

parece converger para 

104 cajas 



Bifurcación tridente
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Bifurcación tridente
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➢ Encontramos una bifurcacion

tridente para 𝑐 = −1 and 𝜏 < 1

➢ La entropia de cuencas

permanecio constante luego de

la bifurcacion

➢ Esto es acorde con trabajos

previos en sistemas sin delay



Bifurcación de Hopf
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Bifurcación de Hopf
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➢ La bifurcación de Hopf coincide

con la hallada mediante LSA

➢ La entropía de cuencas presenta

un comportamiento lineal en el

entorno de la bifurcación de Hopf

➢ Un máximo de entropía aparece

cerca de la bifurcación de Hopf

indicando una nueva bifurcacion
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¿Qué pasa en el máximo?
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¿Qué pasa en el máximo?
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Basin entropy in the parameter space
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C

Conclusiones
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➢ La entropía de cuencas puede capturar cambios en las cuencas de atracción que ocurren al

variar los parámetros del sistema

➢ Encontramos la bifurcación de Hopf pero no la bifurcación de tridente

➢ A partir de la entropía de cuencas hallamos indicios de una nueva bifurcacion

➢ Este trabajo fue publicado recientemente



Trabajo actual
Basin stability

Independencia de las 
condiciones iniciales



Basin stability en sistemas con delay
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➢ Es la fracción del volumen que ocupa la cuenca de atracción en el espacio de fase

➢ Dada una base ortogonal 𝑓1, … , 𝑓𝑛, … ⊂ 𝐶 −𝜏, 0 existe una secuencia 𝑎1, … , 𝑎𝑛, … tal que:

𝑥𝑛
𝑖𝑛 = 𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑓𝑛 → 𝑥𝑖𝑛 cuando 𝑛 → ∞

➢ Tomando un 𝑛 finito podemos muestrear de forma aleatoria el espacio de fase



Basin stability en sistemas con delay
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Modelo neuronal de Hopfield con delay

ሶ𝑢1 𝑡 = −𝑏𝑢1 𝑡 + 𝑎𝑓 𝑢1 𝑡 − 𝜏𝑠 + 𝑎12𝑓 𝑢2 𝑡 − 𝜏12 + 𝐼1

ሶ𝑢2 𝑡 = −𝑏𝑢2 𝑡 + 𝑎21𝑓 𝑢1 𝑡 − 𝜏21 + 𝑎𝑓 𝑢2 𝑡 − 𝜏𝑠 + 𝐼2

Condiciones iniciales:

𝑥𝑖𝑛 =
𝑎0

2𝜋
+ 𝑎1 cos 2𝜋𝑡 + 𝑎2 sin 2𝜋𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑛 cos 2𝑛𝜋𝑡



Independencia de las condiciones iniciales
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Entropía de cuencas

➢ Sistema de Mackey-Glass:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 − 1

𝑥𝑁 = 𝑥𝑁−1𝑒−
Γ

𝑁 + 1 − 𝑒−
Γ

𝑁 𝛼
𝑥1

1+𝑥1
𝑛

➢ 𝑁 = 396

➢ Tomamos 1000 trayectorias en 100 cajas
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Entropía de cuencas
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